
CAPITOLUL 4

RELA�TII DE ECHIVALEN�T�A

1. Rela�tii de echivalen�t�a

De�ni�tie 4.1.1. Rela�tie binar�a ρ pe mul�timea X se nume�ste rela�tie de echivalen�t�a,
dac�a ea posed�a urm�atoarele propriet�a�ti:

1) ∀x ∈ X xρx (re�exivitate);
2) ∀x, y ∈ X (xρy ⇒ yρx) (simetrie);
3) ∀x, y, z ∈ X (xρy �si yρz ⇒ xρz) (tranzitivitate).
Exemple.
1. Rela�tia de egalitate a elementelor unei mul�timi arbitrare X (x, y ∈ X xρy ⇔ x = y)

este o rela�tie de echivalen�t�a.
2. Rela�tia de asem�anare a triunghiurilor din plan este o rela�tie de echivalen�t�a.
Teorema 4.1.1. Fie (ρi)i∈I � o familie de rela�tii de echivalen�t�a pe mul�timea X.

Atunci ρ =
⋂
i∈I

ρi este o rela�tie de echivalen�t�a pe mul�timea X.
Demonstra�tie. Cum pentru �ecare x ∈ X avem (x, x) ∈ ρi (∀i ∈ I), rezult�a

(x, x) ∈ ⋂
i∈I

ρi = ρ, adic�a ρ este o rela�tie re�exiv�a.
Fie x, y ∈ X cu proprietatea (x, y) ∈ ρ. Atunci (x, y) ∈ ρi (∀i ∈ I), �si cum ρi este o

rela�tie simetric�a, rezult�a (y, x) ∈ ρi (∀i ∈ I) �si, prin urmare, (y, x) ∈ ⋂
i∈I

ρi = ρ. A�sadar, ρ

este o rela�tie simetric�a.
Fie x, y, z ∈ X cu proprietatea (x, y) ∈ ρ �si (y, z) ∈ ρ. Atunci (x, y) ∈ ρi �si

(y, z) ∈ ρi (∀i ∈ I). Conform tranzitivit�a�tii rela�tiilor ρi, avem (x, z) ∈ ρi (∀i ∈ I), �si, prin
urmare, (x, z) ∈ ρ. Deci, ρ este o rela�tie tranzitiv�a. Teorema este demonstrat�a.

Teorema 4.1.2. Fie ρ � o rela�tie binar�a simetric�a arbitrar�a pe mul�timea X. Atunci
rela�tia binar�a

ρ∗ =
∞⋃

n=0

ρn

este o rela�tie de echivalen�t�a pe mul�timea X.
Demonstra�tie. Cum ∆X = ρ0 ⊂

∞⋃
n=0

ρn = ρ∗, ρ∗ este o rela�tie re�exiv�a.
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Pentru a demonstra c�a ρ∗ este o rela�tie simetric�a, vom demonstra, utiliz�and induc�tia
matematic�a dup�a n ∈ N∗, c�a ρn este simetric�a. Din condi�tiile teoremei rezult�a, c�a ρ1 este
o rela�tie simetric�a. Vom stabili simetria rela�tiei ρn+1, ��n presupunerea c�a ρn este simetric�a
(n ∈ N∗). Pentru orice x, z ∈ X din condi�tia (x, z) ∈ ρn+1 rezult�a existen�ta y ∈ X cu
proprietatea (x, y) ∈ ρn �si (y, z) ∈ ρ. Cum ρn �si ρ sunt rela�tii simetrice, (z, y) ∈ ρ �si
(y, x) ∈ ρn �si, prin urmare, (z, x) ∈ ρn ◦ ρ = ρn+1. A�sadar, conform induc�tiei matematice,
pentru �ecare n ∈ N∗ rela�tia ρn este simetric�a.

Consider�and acum elementele arbitrare x, y ∈ X cu proprietatea (x, y) ∈ ρ∗, se ob�tine
(x, y) ∈ ρn pentru un oarecare n ∈ N. Din simetria rela�tiei ρn rezult�a (y, x) ∈ ρn, �si, prin
urmare, (y, x) ∈ ρ. A�sadar, rela�tia ρ∗ este simetric�a.

Fie x, y, z ∈ X � elementele arbitrare din X cu proprietatea (x, y) ∈ ρ∗ �si (y, z) ∈ ρ∗.
Din modul de de�nire a lui ρ se ob�tine (x, y) ∈ ρn �si (y, z) ∈ ρm pentru careva m, n ∈ N.
Atunci (x, z) ∈ ρm ◦ ρn = ρm+n, adic�a (x, z) ∈ ρ∗, deci rela�tia ρ∗ este tranzitiv�a. Teorema
este demonstrat�a.

Consecin�t�a 4.1.1. Pentru �ecare rela�tie binar�a ρ pe mul�timea X rela�tia

ρ̃ =
∞⋃

n=0

(ρ ∪ ρ−1)n

este o rela�tie de echivalen�t�a pe mul�timea X.
Demonstra�tie. Cum rela�tia ρ ∪ ρ−1 este simetric�a, a�rma�tia rezult�a din teorema

precedent�a.
De�ni�tie 4.1.2. Fie ρ � rela�tie de echivalen�t�a pe mul�timea X. Mul�timea

[x]ρ = {y ∈ X | yρx}

se nume�ste clas�a de echivalen�t�a, asociat�a elementului x prin rela�tia ρ.
De�ni�tie 4.1.3. Mul�timea

X
/

ρ = {[x]ρ | x ∈ X}

se nume�ste mul�time factor a mul�timii X prin rela�tia ρ.
Exemplu. Consider�am pe mul�timea R \ {0} rela�tia de echivalen�t�a xρy ⇔ xy > 0.

Atunci

∀x > 0 ⇒ [x]ρ = {y ∈ R | y · x > 0} = (0, +∞).
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Similar, pentru �ecare x < 0 se ob�tine [x]ρ = (−∞, 0). Prin urmare,

R \ {0}
/

ρ = {(−∞, 0), (0, +∞)}.

De�ni�tie 4.1.4. Fie ρ � o rela�tie de echivalen�t�a pe mul�timea X. Aplica�tia

pX,ρ : X → X
/

ρ, pX,ρ(x) = [x]ρ

se nume�ste aplica�tie canonic�a a mul�timii X pe mul�timea factor X
/

ρ.
Teorema 4.1.3. Fie ρ o rela�tie de echivalen�t�a pe mul�timea X. Atunci urm�atoarele

a�rma�tii sunt juste:
1) �ecare element apar�tine clasei de echivalen�t�a, a c�arei reprezentant este el, adic�a

∀x ∈ X ⇒ x ∈ [x]ρ;

2) reuniunea tuturor claselor de echivalen�t�a formeaz�a mul�timea X,

X =
⋃
x∈X

[x]ρ;

3) dou�a clase de echivalen�t�a sunt egale atunci �si numai atunci, c�and reprezentan�tii lor
sunt echivalen�ti, adic�a

∀x, y ∈ X ([x]ρ = [y]ρ ⇔ xρy);

4) oricare dou�a clase de echivalen�t�a sau coincid sau nu se intersecteaz�a, adic�a

∀x, y ∈ X ([x]ρ = [y]ρ sau [x]ρ ∩ [y]ρ = ∅) .

Demonstra�tie.
1. Pentru �ecare x ∈ X din re�exivitatea rela�tiei ρ rezult�a xρx, prin urmare, x ∈ [x]ρ.
2. Cum pentru �ecare x ∈ X are loc [x]ρ ⊂ X, rezult�a

⋃
x∈X

[x]ρ ⊂ X. Cum pentru �ecare
x ∈ X din a�rma�tia 1) rezult�a x ∈ [x]ρ, deci x ∈ ⋃

y∈X

[y]ρ, �si, prin urmare, X ⊂ ⋃
y∈X

[y]ρ.

3. Dac�a [x]ρ = [y]ρ, atunci, conform a�rma�tiei 1), x ∈ [x]ρ, �si, prin urmare, x ∈ [y]p, de
unde rezult�a xρy.

Dac�a xρy, atunci pentru �ecare t ∈ [x]ρ urmeaz�a tρx. �Tin�and seam�a c�a xρy �si ρ este
o rela�tie tranzitiv�a, se ob�tine tρy. Prin urmare, [x]ρ ⊂ [y]p. Similar se demonstreaz�a
incluziunea [y]ρ ⊂ [x]ρ.
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4. Fie [x] ∩ [y] 6= ∅ �si t0 ∈ [x]ρ ∩ [y]ρ. Atunci xρt0 �si t0ρy, �si, prin urmare, xρy.
Atunci, conform a�rma�tiei 3), [x]ρ = [y]ρ.

Teorema 4.1.4. Fie ρ, ρ′ � rela�tii de echivalen�t�a pe mul�timile X �si respectiv Y ,
f : X → Y o func�tie cu proprietatea

∀x, y ∈ X (xρy ⇒ f(x)ρ′f(y)).

Atunci exist�a o func�tie unic�a f̃ : X
/

ρ
→ Y

/
ρ′
, astfel ��nc�at

f̃ ◦ pX,ρ = pY,ρ′ ◦ f,

adic�a diagrama

X
f−−−−→ Y

pX,ρ

y
y pY,ρ′

X
/

ρ
ef−−−−→ Y

/
ρ′

este comutativ�a.
Demonstra�tie.
Existen�ta. De�nim f̃ : X

/
ρ → Y

/
ρ′ prin egalitatea f̃([x]ρ) = [f(x)]ρ′ . Dac�a [x]ρ = [y]ρ,

atunci xρy �si, prin urmare, f(x)ρ′f(y), adic�a [f(x)]ρ′ = [f(y)]ρ′ . A�sadar, de�ni�tia func�tiei
este corect�a.

Pentru �ecare x ∈ X se ob�tine
(
f̃ ◦ pX,ρ

)
(x) = f̃([x]ρ) = [f(x)]ρ′ = (pY,ρ′ ◦ f) (x),

de unde rezult�a egalitatea f̃ ◦ pX,ρ = pY,ρ′ ◦ f .
Unicitatea. Fie f̃ : X

/
ρ → Y

/
ρ′ � o func�tie, astfel ��nc�at f̃ ◦ px,ρ = pY,ρ′ ◦ f . Atunci

pentru �ecare [x]ρ ∈ X
/

ρ avem

f̃([x]ρ) =
(
f̃ ◦ pX,ρ

)
(x) = (pY,ρ′ ◦ f) (x) = [f(x)]ρ′ ,

adic�a func�tia f̃ numaidec�at ac�tioneaz�a conform regulei f̃([x]ρ) = [f(x)]ρ′ .
Teorema 4.1.5. Fie f : X → Y o func�tie. Atunci sunt juste a�rma�tiile:
1) rela�tia x1ρx2 ⇔ f(x1) = f(x2) este o rela�tie de echivalen�t�a pe mul�timea X;
2) func�tia f̃ : X

/
ρ → f(X), f̃([x]ρ) = f(x) este de�nit�a corect �si este bijectiv�a;
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3) func�tia f se reprezint�a ca compozi�tie f = if(X),Y ◦ f̃ ◦pX,ρ, unde if(X),Y : f(X) → Y ,
if(X),Y (y) = y, adic�a diagrama

X
pX,ρ−−−−−−−−→ X

/
ρ

f
y

y f̃

Y
if(X),Y←−−−−−−−− f(X)

este comutativ�a.
Demonstra�tie. Cum 1 �si 3 sunt evidente, vom demonstra 2.
Veri�c�am corectitudinea de�ni�tiei f̃ . Dac�a [x]ρ = [y]ρ, atunci yρx �si, prin urmare,

f̃([x]ρ) = f(x) = f(y) = f̃([y]ρ).

Cum pentru �ecare y ∈ f(X) se ob�tine y = f(x) pentru un careva x ∈ X, deci y = f̃([x]ρ),
rezult�a, c�a func�tia f̃ este surjectiv�a.

Fie [x]ρ, [y]ρ ∈ X
/

ρ � elementele arbitrare, astfel ��nc�at [x]ρ 6= [y]ρ. Atunci (x, y) 6∈ ρ �si,
prin urmare,

f̃([x]ρ) = f(x) 6= f(y) = f̃([y]ρ),

adic�a f̃ este injectiv�a.

2. Parti�tie a unei mul�timi

De�ni�tie 4.2.1. O familie de mul�timi (Xα)α∈I se nume�ste parti�tie a mul�timii nevide
X, dac�a sunt ��ndeplinite condi�tiile:

1) mul�timile Xα nu sunt vide, adic�a

∀α ∈ I ⇒ Xα 6= ∅;

2) mul�timile Xj sunt disjuncte, adic�a

∀α, β ∈ I (α 6= β ⇒ Xα ∩Xβ = ∅);

3) reuniunea familiei de mul�timi (Xα)α∈I este X, adic�a
⋃
α∈I

Xα = X.

Mul�timea parti�tiilor, ce se pot de�ni pe mul�timea X, se noteaz�a cu Part(X).
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Exemplu. Familia de mul�timi Xi = {n ∈ Z | n− i se divide prin 5}, (i = 0, 1, 2, 3, 4)

este o parti�tie a mul�timii Z.

(1) Mul�timile Xi nu sunt vide, de exemplu i ∈ Xi, (i = 0, 4).
(2) Mul�timile Xi sunt disjuncte dou�a c�ate dou�a. �In adev�ar, ��n caz contrar exist�a

x ∈ Xi ∩ Xj (0 ≤ i < j < 5), de unde 5|x − i �si 5|x − j. Prin urmare,
5|(x− i)− (x− j), de unde 5|j − i, ceea ce contrazice 0 < j − i < 5.

(3) Incluziunea
4⋃

i=0

Xi ⊂ Z este evident�a. S�a demonstr�am incluziunea Z ⊂
4⋃

i=0

Xi. Fie
n ∈ Z un element arbitrar �si j � restul de la ��mp�ar�tirea lui la 5. Atunci n − j se
divide cu 5, �si, prin urmare, n ∈ Xj ⊂

4⋃
i=0

Xi.

De�ni�tie 4.2.2. Dou�a parti�tii α = (Xi)i∈I �si β = (Yj)j∈J pe mul�timea X se
numesc echivalente (nota�tie α ∼ β), dac�a exist�a o func�tie bijectiv�a f : I → J , astfel ��nc�at
Xi = Yf(i) oricare ar � i ∈ I.

Teorema 4.2.1. Rela�tia ∼ pe mul�timea Part(X) este o rela�tie de echivalen�t�a.
Demonstra�tie. Pentru �ecare α = (Xi)i∈I ∈ Part(X), func�tia 1X : I → I este o

bijec�tie �si ∀i ∈ I Xi = X1X(i). Prin urmare, α ∼ α, �si rela�tia ∼ este re�exiv�a.
Consider�am parti�tiile arbitrare α = (Xi)i∈I �si β = (Yj)j∈J pe mul�timea X, astfel

��nc�at α ∼ β. Atunci exist�a o func�tie bijectiv�a f : I → J , astfel ��nc�at ∀i ∈ I Xi = Yf(i).
Prin urmare, func�tia f−1 : J → I este bijectiv�a �si ∀j ∈ J Xf−1(j) = Yj, adic�a β ∼ α.
A�sadar, rela�tia ∼ este simetric�a.

Pentru a demonstra tranzitivitatea rela�tiei ∼, consider�am parti�tiile α = (Xi)i∈I ,
β = (Yj)j∈J , γ = (Zk)k∈K , astfel ��nc�at α ∼ β �si β ∼ γ. Atunci exist�a func�tiile bijec-
tive f : I → J , g : J → K, astfel ��nc�at:

∀i ∈ I Xi = Yf(i) �si ∀j ∈ J Yj = Zg(j).

Cum func�tia g ◦ f : I → K este bijec�tie, �si se veri�c�a proprietatea

∀i ∈ I Xi = Yf(i) = Zg(f(i)),

rezult�a α ∼ γ, �si deci, rela�tia ∼ este tranzitiv�a.
Teorema 4.2.2. Fie α = (Xi)i∈I o parti�tie a mul�timii X. Atunci rela�tia binar�a

ρ = ϕ(α) pe X, de�nit�a astfel

ρ =
⋃
i∈I

(Xi ×Xi), adic�a xρy ⇔ ∃i ∈ I x ∈ Xi �si y ∈ Xi, (1)
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este o rela�tie de echivalen�t�a pe mul�timea X.
Demonstra�tie. Fie x ∈ X arbitrar. Cum α este o parti�tie pe X, rezult�a, c�a exist�a

i ∈ I cu proprietatea x ∈ Xi. A�sadar, xρx, �si rela�tia ρ este re�exiv�a.
Fie x, y ∈ X � dou�a elemente, astfel ��nc�at xρy. Atunci exist�a i ∈ I cu proprietatea

x ∈ Xi ∧ y ∈ Xi. Rezult�a, c�a y ∈ Xi �si x ∈ Xi, adic�a yρx, �si rela�tia ρ este simetric�a.
Veri�c�am tranzitivitatea. Fie x, y, z ∈ X, ce veri�c�a condi�tiile xρy∧yρz. Atunci pentru

careva i, j ∈ I avem x ∈ Xi ∧ y ∈ Xi ∧ y ∈ Xj ∧ z ∈ Xj. Cum pentru i 6= j Xi∩Xj = ∅,
rezult�a i = j �si x ∈ Xi ∧ z ∈ Zi, adic�a xρz, �si ρ � tranzitiv�a.

Teorema 4.2.3. Func�tia ϕ : Part(X) → R(x) de�nit�a de (1), veri�c�a urm�atoarele
propriet�a�ti:

1) func�tia ϕ este surjectiv�a;
2) parti�tiile α �si β sunt echivalente atunci �si numai atunci, c�and ϕ(α) = ϕ(β), adic�a

∀α, β ∈ Part(X) (α ∼ β ⇔ ϕ(α) = ϕ(β)).

Demonstra�tie.
1. Fie ρ ∈ R(X) � o rela�tie de echivalen�t�a arbitrar�a, α = (Xi)i∈I , unde I = X/ρ,

Xi = i. Conform teoremei 4.1.3, familia α este o parti�tie a mul�timii X.
Conform teoremei 4.1.3, pentru orice x, y ∈ X condi�tia xρy este echivalent�a condi�tiei

xϕ(α)y, adic�a existen�ta Xi ∈ X/ρ cu propriet�a�tile x ∈ Xi∧ y ∈ Xi. �In adev�ar, dac�a xρy,
conform teoremei 4.1.3, putem considera Xi = [x]ρ = [y]ρ. Dac�a pentru un careva [z]ρ = Xi

se veri�c�a propriet�a�tile x ∈ Xi∧y ∈ Xi, atunci ��n baza de�ni�tiei 4.1.2, zρx∧zρy. Utiliz�and
simetria �si tranzitivitatea rela�tiei ρ, se ob�tine xρy.

A�sadar, ϕ(α) = ρ, deci, func�tia ϕ este surjectiv�a.
2. Fie parti�tiile α = (Xi)i∈I , β = (Yj)j∈J � echivalente. Atunci exist�a o func�tie bijectiv�a

f : I → J cu proprietatea ∀i ∈ I Xi = Yf(i). Rezult�a, c�a
∀x, y ∈ X xϕ(β)y ⇔ ∃j ∈ J x ∈ Yj ∧ y ∈ Yj ⇔ ∃i ∈ I j = f(i) ∧ x ∈ Yj ∧ y ∈ Yj ⇔
⇔ ∃i ∈ I x ∈ Xi ∧ y ∈ Xi ⇔ xϕ(α)y,
de unde ϕ(α) = ϕ(β).

Fie acum, c�a pentru parti�tiile α = (Xi)i∈I �si β = (Yj)j∈J se veri�c�a ϕ(α) = ϕ(β). S�a
demonstr�am, c�a α ∼ β. Vom veri�ca, c�a func�tia

f : I → J, f(i) = j ⇔ Xi = Yj
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este de�nit�a corect �si este bijec�tie.
Fix�am un element arbitrar x ∈ Xi. Cum β este o parti�tie a mul�timii X, exist�a a�sa un

Yj cu proprietate x ∈ Yj. Atunci

y ∈ Xi ⇔ xϕ(α)y ⇔ xϕ(β)y ⇔ y ∈ Yj,

�si, prin urmare, Xi = Yj. A�sadar,

∀Xi ∈ α ∃!Yj ∈ β Xi = Yj.

Cum parti�tiile α �si β sunt arbitrare, ∀Yj ∈ β ∃!Xi ∈ α Xi = Xj, �si, prin urmare,
func�tia f este surjectiv�a.

Cum diferite elemente ale parti�tiilor sunt disjuncte dou�a c�ate dou�a, rezult�a, c�a func�tia
f este injectiv�a.

A�sadar, func�tia f : I → J cu Xi = Yf(i) este bijec�tie, ceea ce demonstreaz�a echivalen�ta
α ∼ β.

Consecin�t�a 4.2.1. Func�tia

ϕ̃ : PartX/ ∼→ R(X), ϕ̃([α]∼) = ϕ(α) (2)

este de�nit�a corect �si este bijectiv�a.
A�rma�tia rezult�a din teorema precedent�a �si teorema 4.1.5.
Teorema 4.2.4. Fie X � o mul�time nevid�a, ρ � o rela�tie de echivalen�t�a pe X.

Fie I = X/ρ, func�tia 1X/ρ : I → X/ρ �si Xi = 1X/ρ(i), i ∈ I. Atunci familia
α = ψ(ρ) = (Xi)i∈I este o parti�tie a mul�timii X.

Demonstra�tie. Conform teoremei 4.1.3, au loc propriet�a�tile:
1) �ecare clas�a de echivalen�t�a Xi ∈ X/ρ este o mul�time nevid�a;
2) dac�a clasele de echivalen�t�a Xi, Xj ∈ X/ρ nu coincid, intersec�tia lor e vid�a;
3)

⋃
i∈I

Xi = X.
Prin urmare, familia (Xi)i∈I este o parti�tie a mul�timii X.
Teorema 4.2.5. Func�tia

ψ̃ : R(X) → Part(X)/ ∼, ψ̃ = [ψ(ρ)]∼,

unde func�tia ψ este de�nit�a ��n teorema precedent�a �si func�tia ϕ̃, de�nit�a de rela�tia (2), sunt
reciproc inverse.
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Demonstra�tie. Pentru �ecare ρ ∈ R(X) avem (ϕ̃ ◦ ψ̃)(ρ) = ϕ̃([ψ(ρ)]∼) = ϕ(ψ(ρ)).

�Tin�and seam�a, c�a

ψ(ρ) = (Xi)i∈I , unde I = X/ρ, Xi = 1X/ρ(i), i ∈ I,

pentru orice x, y ∈ X se ob�tine

(x, y) ∈ ϕ(ψ(ρ)) ⇔ ∃i ∈ I x, y ∈ Xi ⇔ ∃i ∈ X/ρ : x, y ∈ Xi ⇔ (x, y) ∈ ρ.

Prin urmare,
(ϕ̃ ◦ ψ̃)(ρ) = ρ, �si deci, ϕ̃ ◦ ψ̃ = 1R(X).

Cum func�tia ϕ̃ este bijectiv�a (a se vedea consecin�t�a 4.2.1.), rezult�a ψ̃ = ϕ̃−1.
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