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Óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà âòîðîãî ïîðÿäêà

Óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

Óðàâíåíèå âèäà
ax2 + bx + c = 0, (1)

ãäå a, b, c ∈ R, a 6= 0, x - íåèçâåñòíîå, íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà (êâàäðàò-
íûì óðàâíåíèåì).

×èñëà a, b è c èç (1) íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ, à ÷èñëî
∆ = b2 − 4ac - äèñêðèìèíàíòîì êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ.

Ïðèìåð 1. Ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòíûìè óðàâíåíèÿìè

a) 6x2 + 5x + 1 = 0, çäåñü a = 6, b = 5, c = 1
è ∆ = 52 − 4 · 6 · 1 = 1;

b) 9x2 − 12x + 4 = 0, çäåñü a = 9, b = −12, c = 4
è ∆ = (−12)2 − 4 · 9 · 4 = 0;

c) x2 − x− 2 = 0, çäåñü a = 1, b = −1, c = −2
è ∆ = (−1)2 − 4 · 1 · (−2) = 9;

d) − 1
2
x2 +

√
3x− 4 = 0, çäåñü a = −1

2
, b =

√
3, c = −4

è ∆ = (
√

3)2 − 4
(

−1
2

)

(−4) = −5.

Óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ìîæíî ðåøàòü èñïîëüçóÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå
Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè

a) äèñêðèìèíàíò óðàâíåíèÿ (1) ïîëîæèòåëåí, òî óðàâíåíèå (1) èìååò äâà ðàçëè÷íûõ
äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ

x1 =
−b−

√
∆

2a
è x2 =

−b +
√

∆
2a

; (2)

b) äèñêðèìèíàíò óðàâíåíèÿ (1) ðàâåí íóëþ, òî óðàâíåíèå (1) èìååò äâà ðàâíûõ êîðíÿ
(îäèí êîðåíü äâîéíîé êðàòíîñòè)

x1 = x2 = − b
2a

; (3)

c) äèñêðèìèíàíò óðàâíåíèÿ (1) îòðèöàòåëåí, òî óðàâíåíèå (1) íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ
êîðíåé.

Òàêèì îáðàçîì (ñì. ïðèìåð 1),

1. óðàâíåíèå a) èìååò äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿ x1 = −1
2
è x2 = −1

3
;

2. óðàâíåíèå b) èìååò äâà ðàâíûõ êîðíÿ x1 = x2 =
2
3
;
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3. óðàâíåíèå c) èìååò äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿ x1 = −1 è x2 = 2;

4. óðàâíåíèå d) íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ ðåøåíèé.

Óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà ñ a = 1 íàçûâàåòñÿ ïðèâåäåííûì êâàäðàòíûì óðàâíåíèåì
è îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ

x2 + px + q = 0. (4)
Äëÿ ïðèâåäåííûõ êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé ôîðìóëû îïðåäåëåíèÿ êîðíåé (2) è (3) ïðè-

íèìàþò âèä

x1,2 = −p
2
±

√

(p
2

)2
− q, (∆ > 0) (5)

x1 = x2 = −p
2
, (∆ = 0). (6)

Óðàâíåíèÿ âèäà
ax2 + bx = 0, (7)
ax2 + c = 0. (8)

íàçûâàþòñÿ íåïîëíûìè êâàäðàòíûìè óðàâíåíèÿìè. Óðàâíåíèÿ (7), (8) ìîãóò áûòü ðåøå-
íû ñ ïîìîùüþ óòâåðæäåíèÿ 1, èëè èíà÷å, áîëåå ïðîñòî:

ax2 + bx = 0 ⇔ x(ax + b) = 0 ⇔





x1 = 0;

x2 = − b
a .

ax2 + c = 0 ⇔ x2 = − c
a
⇔





























x1,2 = ±
√

− c
a
,

ac ≤ 0,
{

x ∈ ∅,
ac > 0.

Ïðèìåð 2. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ

a) 2x2 − 7x = 0; b) 9x2 − 25 = 0; c)
√

2x2 + 3 = 0.

Ðåøåíèå. a) 2x2 − 7x = 0 ⇔ x(2x− 7) = 0 ⇔







x1 = 0,

x2 =
7
2
;

b) 9x2 − 25 = 0 ⇔ 9x2 = 25 ⇔ x2 =
25
9

⇔ x1,2 = ±5
3
;

c)
√

2x2 +3 = 0 ⇔ x2 = − 3√
2
, îòêóäà ñëåäóåò ÷òî óðàâíåíèå íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ

êîðíåé (ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ - íåîòðèöàòåëüíà, à ïðàâàÿ - îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî).
Â äàëüíåéøåì ðàññìîòðèì íåñêîëüêî òèïîâ óðàâíåíèé êîòîðûå ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèÿì

âòîðîãî ïîðÿäêà.
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Áèêâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ

Óðàâíåíèå âèäà
ax4 + bx2 + c = 0 (9)

ãäå a, b, c ∈ R, a 6= 0, x - íåèçâåñòíîå, íàçûâàåòñÿ áèêâàäðàòíûì óðàâíåíèåì. Ïîäñòàíîâ-
êîé x2 = t (òîãäà x4 = t2) áèêâàäðàòíîå óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ïðèìåð 3. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ

a) x4 − 29x2 + 100 = 0; b) x4 + x2 − 6 = 0; c) 2x4 − 3x2 + 4 = 0.

Ðåøåíèå. a) Îáîçíà÷èâ x2 = t, (òîãäà x4 = t2) ïîëó÷èì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî
t

t2 − 29t + 100 = 0

ðåøåíèÿ êîòîðîãî t1 = 4 è t2 = 25. Òàêèì îáðàçîì
[

x2 = 4,
x2 = 25,

îòêóäà x = ±2 è x = ±5.
b) Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðèìåðó, ïîëó÷èì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå t2 + t − 6 = 0,

ðåøåíèÿ êîòîðîãî t = −3 è t = 2. Ïîñêîëüêó t = x2 ≥ 0, îñòàåòñÿ t = 2 èëè x2 = 2, îòêóäà
x = ±

√
2.

c) Ïîëîæèâ x2 = t, ïîëó÷èì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå 2t2 − 3t + 4 = 0, êîòîðîå íå èìååò
äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé. Ñëåäîâàòåëüíî è èñõîäíîå óðàâíåíèå íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ
êîðíåé.

Ñèììåòðè÷íûå óðàâíåíèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà

Óðàâíåíèÿ âèäà
ax4 + bx3 + cx2 + bx + a = 0 (10)

ãäå a, b, c ∈ R, a 6= 0 íàçûâàþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè óðàâíåíèÿìè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà.
Ïîñðåäñòâîì ïîäñòàíîâêè x +

1
x

= t, ñèììåòðè÷íûå óðàâíåíèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà
ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèÿì âòîðîãî ïîðÿäêà. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê x = 0 íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì
óðàâíåíèÿ (10) (a 6= 0), ðàçäåëèâ íà x2 îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì ðàâíîñèëüíîå
óðàâíåíèå

ax2 + bx + c +
b
x

+
a
x2 = 0

èëè
a

(

x2 +
1
x2

)

+ b
(

x +
1
x

)

+ c = 0.

Îáîçíà÷èâ x +
1
x

= t, òîãäà |t| ≥ 2 è ïîñêîëüêó x2 +
1
x2 =

(

x +
1
x

)2

− 2 = t2 − 2,
óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

a(t2 − 2) + bt + c = 0,
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ðåøåíèå ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäíîñòåé.

Çàìå÷àíèå. Óðàâíåíèå ax4 ∓ bx3 ± cx2 ± bx + a = 0 ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ âòîðîãî
ïîðÿäêà èñïîëüçóÿ ïîäñòàíîâêó t = x− 1

x
.

Ïðèìåð 4. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ

a) x4 + 5x3 + 2x2 + 5x + 1 = 0,

b) 2x4 + 3x3 − 4x2 − 3x + 2 = 0.

Ðåøåíèå. a) Äàííîå óðàâíåíèå åñòü óðàâíåíèå âèäà (10). Ïîñêîëüêó x = 0 íå ÿâëÿåòñÿ
êîðíåì, ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà x2 6= 0 è óäîáíî ãðóïèðóÿ, ïîëó÷èì ðàâíîñèëüíîå
óðàâíåíèå

x2 +
1
x2 + 5

(

x +
1
x

)

+ 2 = 0.

Ñäåëàåì ïîäñòàíîâêó t = x +
1
x
, |t| ≥ 2, òîãäà x2 +

1
x2 = t2− 2 è óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

t2 − 2 + 5t + 2 = 0

èëè t2 + 5t = 0, ðåøåíèÿ êîòîðîãî t1 = −5, t2 = 0 (íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ |t| ≥ 2).
Ñëåäîâàòåëüíî,

x +
1
x

= −5,

îòêóäà ïîëó÷àåì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå x2 + 5x + 1 = 0, ðåøåíèÿ êîòîðîãî x1 =
−5−

√
21

2

è x2 =
−5 +

√
21

2
.

b) Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðèìåðó ïîëó÷èì óðàâíåíèå

2
(

x2 +
1
x2

)

+ 3
(

x− 1
x

)

− 4 = 0.

Ïîëîæèì t = x− 1
x
, òîãäà x2 +

1
x2 =

(

x− 1
x

)2

+2 = t2 +2 è ïîëó÷èì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

2(t2 + 2) + 3t− 4 = 0 èëè 2t2 + 3t = 0,

ðåøåíèÿ êîòîðîãî t1 = 0 è t2 = −3
2
. Ñëåäîâàòåëüíî











x− 1
x

= 0,

x− 1
x

= −3
2
.

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñîâîêóïíîñòè ïîëó÷èì x1 = −1 è x2 = 1, à èç âòîðîãî x3 = −2 è
x4 =

1
2
.
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Âîçâðàòíûå óðàâíåíèÿ

Óðàâíåíèå
ax4 + bx3 + cx2 + dx + e = 0, (11)

ãäå {a, b, c, d} ⊂ R, a 6= 0, b 6= 0 è e
a

=
(

d
b

)2

íàçûâàåòñÿ âîçâðàòíûì óðàâíåíèåì
÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà.

Óðàâíåíèÿ (11) ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèÿì âòîðîãî ïîðÿäêà ïîñðåäñòâîì ïîäñòîíîâêè
t = x +

d
bx

.

Ïðèìåð 5. Ðåøèòü óðàâíåíèå

x4 + x3 − 6x2 − 2x + 4 = 0.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì ÷òî
(4

1

)

=
(−2

1

)2

è ñëåäîâàòåëüíî äàííîå óðàâíåíèå åñòü âîçâðàò-
íîå óðàâíåíèå ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà.

Òàê êàê x = 0 íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ, ðàçäåëèì íà x2 (íå òåðÿÿ ïðè ýòîì
ðåøåíèé) ïîëó÷èì ðàâíîñèëüíîå óðàâíåíèå

x2 +
4
x2 + x− 2

x
− 6 = 0.

Îáîçíà÷èì t = x− 2
x
, òîãäà t2 = x2 +

4
x2 − 4, x2 +

4
x2 = t2 + 4 è óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

t2 + 4 + t− 6 = 0 èëè t2 + t− 2 = 0

ðåøåíèÿ êîòîðîãî t1 = −2 è t2 = 1. Òàêèì îáðàçîì










x− 2
x

= −2,

x− 2
x

= 1,

èëè, (x 6= 0)
[

x2 + 2x− 2 = 0,
x2 − x− 2 = 0,

îòêóäà ïîëó÷èì ðåøåíèÿ x = −1±
√

3, x = −1 è x = 2.

Óðàâíåíèÿ âèäà

(x + a)4 + (x + b)4 = c (12)

èñïîëüçóÿ ïîäñòàíîâêó t = x+
a + b

2
ñâîäÿòñÿ ê áèêâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ îòíîñèòåëü-

íî t.
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Ïðèìåð 6. Ðåøèòü óðàâíåíèå

(x + 3)4 + (x− 1)4 = 82.

Ðåøåíèå. Ñäåëàåì ïîäñòàíîâêó t = x +
3 + (−1)

2
= x + 1 è ïîëó÷èì ñëåäóþùåå

óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî t:
(t + 2)4 + (t− 2)4 = 82

èëè
t4 + 8t3 + 24t2 + 32t + 16 + t4 − 8t3 + 24t2 − 32t + 16− 82 = 0

îòêóäà ïîëó÷èì áèêâàäðàòíîå óðàâíåíèå

t4 + 24t2 − 25 = 0

ðåøåíèå êîòîðîãî t2 = 1, îòêóäà t = ±1. Ñëåäîâàòåëüíî x + 1 = ±1 è êîðíè èñõîäíîãî
óðàâíåíèÿ èìåþò âèä x = −2 è x = 0.

Óðàâíåíèÿ âèäà
(x + a)(x + b)(x + c)(x + d) = m (13)

ãäå a + b = c + d ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèÿì âòîðîãî ïîðÿäêà èñïîëüçóÿ óñëîâèå a + b = c + d.
Äåéñòâèòåëüíî,

(x + a)(x + b) = x2 + (a + b)x + ab

(x + c)(x + d) = x2 + (c + d)x + cd = x2 + (a + b)x + cd

è îáîçíà÷èâ x2 + (a + b)x = t (èëè x2 + (a + b)x + ab = t) ïîëó÷èì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå
(t + ab)(t + cd) = m (ñîîòâåòñòâåííî, t(t + cd− ab) = m).

Ïðèìåð 7. Ðåøèòü óðàâíåíèå

(x− 2)(x + 1)(x + 4)(x + 7) = 19.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî −2 + 7 = 1 + 4 è óäîáíî ãðóïïèðóÿ, ïîëó÷èì

[(x− 2)(x + 7)] · [(x + 1)(x + 4)] = 19

èëè
[x2 + 5x− 14][x2 + 5x + 4] = 19.

Îáîçíà÷èì t = x2 + 5x− 14, òîãäà x2 + 5x + 4 = t + 18 è óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

t(t + 18) = 19 èëè t2 + 18t− 19 = 0

îòêóäà t = −19 è t = 1. Òàêèì îáðàçîì




x2 + 5x− 14 = −19,

x2 + 5x− 14 = 1,

îòêóäà x1,2 =
−5±

√
5

2
è x3,4 =

−5±
√

85
2

.
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Ðàöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ

Ïðèìåð 8. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ

a)
3x + 4
5x− 4

− 2x− 1
x + 3

= 0;

b)
x− 1

(x− 2)(x− 3)
+

1
x− 2

+ 1 = 0;

c)
1

x− 6
+

1
x− 4

+
1

x− 5
+

1
x− 3

= 0;

d)
x + 1
x− 1

+
x + 5
x− 5

=
x + 3
x− 3

+
x + 4
x− 4

.

Ðåøåíèå. a)ÎÄÇ óðàâíåíèÿ åñòü ìíîæåñòâîR\
{

−3;
4
5

}

. ÍàÎÄÇ óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî
ñëåäóþùåìó

(3x + 4)(x + 3)− (2x− 1)(5x− 4) = 0

îòêóäà ëåãêî ïîëó÷èòü êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

7x2 − 26x− 8 = 0.

Ðåøèâ åãî, íàéäåì x1 = −2
7
è x2 = 4. Îáà êîðíÿ ïðèíàäëåæàò ÎÄÇ.

b) ÎÄÇ óðàâíåíèÿ åñòü ìíîæåñòâî R\{2; 3}. Ïðèâîäÿ ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ ïîëó÷èì

x− 1 + (x− 2)(x− 3) + x− 3 = 0

èëè
x2 − 3x + 2 = 0.

Êîðíè ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ x1 = 1 è x2 = 2. Ó÷èòûâàÿ ÎÄÇ ïîëó÷èì åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ x = 1.

c) ÎÄÇ óðàâíåíèÿ åñòü ìíîæåñòâî R \ {3; 4; 5; 6}. Èìååì
( 1

x− 6
+

1
x− 3

)

+
( 1

x− 4
+

1
x− 5

)

= 0

èëè
2x− 9

(x− 6)(x− 3)
+

2x− 9
(x− 4)(x− 5)

= 0

îòêóäà
(2x− 9)(x− 4)(x− 5) + (2x− 9)(x− 6)(x− 3) = 0

èëè
(2x− 9)[(x− 4)(x− 5) + (x− 6)(x− 3)] = 0,

îòêóäà ñëåäóåò ñîâîêóïíîñòü óðàâíåíèé




2x− 9 = 0,

x2 − 9x + 19 = 0
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è ðåøåíèÿ x =
9
2
, x =

9±
√

5
2

.
d) ÎÄÇ óðàâíåíèÿ åñòü ìíîæåñòâî R\{1; 3; 4; 5}. Âûäåëèì öåëóþ ÷àñòü êàæäîé äðîáè.

x− 1 + 2
x− 1

+
x− 5 + 10

x− 5
=

x− 3 + 6
x− 3

+
x− 4 + 8

x− 4
èëè

1 +
2

x− 1
+ 1 +

10
x− 5

= 1 +
6

x− 3
+ 1 +

8
x− 4

,

îòêóäà
1

x− 1
+

5
x− 5

=
3

x− 3
+

4
x− 4

èëè
1

x− 1
− 3

x− 3
=

4
x− 4

− 5
x− 5

.

Ïðèâåäÿ ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ, ïîëó÷èì

−2x
(x− 1)(x− 3)

=
−x

(x− 4)(x− 5)

èëè
2x(x− 4)(x− 5)− x(x− 1)(x− 3) = 0,

îòêóäà ñëåäóåò ñëåäóþùàÿ ñîâîêóïíîñòü óðàâíåíèé




x = 0,

x2 − 14x + 37 = 0,

è ðåøåíèÿ x1 = 0, x2,3 = 7± 2
√

3 (âñå ðåøåíèÿ ïðèíàäëåæàò ÎÄÇ).

Óðàâíåíèÿ âèäà
px

ax2 + bx + c
+

qx
ax2 + dx + c

= r, (r 6= 0). (14)

ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèÿì âòîðîãî ïîðÿäêà, èñïîëüçóÿ ïîäñòâàíîâêó t = ax +
c
x
.

Ïðèìåð 9. Ðåøèòü óðàâíåíèå

2x
2x2 − 5x + 3

+
13x

2x2 + x + 3
= 6.

Ðåøåíèå. ÎÄÇ óðàâíåíèÿ åñòü ìíîæåñòâî R \
{

1;
3
2

}

. Ïîñêîëüêó x = 0 íå ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì äàííîãî óðàâíåíèÿ, ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå

2

2x− 5 +
3
x

+
13

2x + 1 +
3
x

= 6

(ðàçäåëÿåì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü êàæäîé äðîáè íà x).
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Îáîçíà÷èì t = 2x +
3
x

è óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

2
t− 5

+
13

t + 1
= 6

èëè 2(t + 1) + 13(t− 5) = 6(t− 5)(t + 1), îòêóäà ñëåäóåò êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

6t2 − 39t + 33 = 0 èëè 2t2 − 13t + 11 = 0.

Ðåøèâ ýòî óðàâíåíèå, ïîëó÷èì t1 = 1 è t2 =
11
2

(îáà êîðíÿ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì
t 6= 5 è t 6= −1). Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì ñîâîêóïíîñòü óðàâíåíèé











2x +
3
x

= 1,

2x +
3
x

=
11
2

,
èëè





2x2 − x + 3 = 0,

4x2 − 11x + 6 = 0

îòêóäà x1 =
3
4
è x2 = 2.

Óðàâíåíèÿ ñîäåðæàùèå âçàèìíî-îáðàòíûå âûðàæåíèÿ

Óðàâíåíèÿ âèäà
a · f(x)

g(x)
+ b · g(x)

f(x)
+ c = 0 (ab 6= 0), (15)

ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèÿì âòîðîãî ïîðÿäêà èñïîëüçóÿ ïîäñòàíîâêó t =
f(x)
g(x)

. Òîãäà g(x)
f(x)

=
1
t

è óðàâíåíèå (15) ïðèìåò âèä at2 + ct + b = 0.

Ïðèìåð 10. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ

a)
2x + 1

x
+

4x
2x + 1

= 5, b) 20
(x− 2

x + 1

)2

− 5
(x + 2

x− 1

)2

+ 48
x2 − 4
x2 − 1

= 0.

Ðåøåíèå. a) ÎÄÇ óðàâíåíèÿ åñòü ìíîæåñòâîR\
{

−1
2
; 0

}

. Îáîçíà÷èì t =
2x + 1

x
, òîãäà

4x
2x + 1

= 4 · 1
t
è óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

t +
4
t

= 5

îòêóäà ñëåäóåò êâàäðàòíîå óðàâíåíèå t2 − 5t + 4 = 0, ðåøåíèÿ êîòîðîãî t1 = 1 è t2 = 4.
Òàêèì îáðàçîì











2x + 1
x

= 1,

2x + 1
x

= 4,
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îòêóäà x = −1 è x =
1
2
(îáà ðåøåíèÿ âõîäÿò â ÎÄÇ).

b)ÎÄÇ óðàâíåíèÿ åñòü ìíîæåñòâîR\{±1}. Çàìåòèâ ÷òî x = ±2 íå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè
äàííîãî óðàâíåíèÿ, óìíîæèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà âûðàæåíèå x2 − 1

x2 − 4
è ïîëó÷èì ðàâíîñèëüíîå

óðàâíåíèå
20

(x− 2)(x− 1)
(x + 1)(x + 2)

− 5
(x + 2)(x + 1)
(x− 1)(x− 2)

+ 48 = 0.

Îáîçíà÷èâ t =
(x− 2)(x− 1)
(x + 1)(x + 2)

, òîãäà óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

20t− 5
t

+ 48 = 0 èëè 20t2 + 48t− 5 = 0

ðåøåíèÿ êîòîðîãî t1 =
1
10

è t2 = −5
2 . Òàêèì îáðàçîì













(x− 2)(x− 1)
(x + 1)(x + 2)

=
1
10

,

(x− 2)(x− 1)
(x + 1)(x + 2)

= −5
2
,

èëè




3x2 − 11x + 6 = 0,

7x2 + 9x + 14 = 0,

îòêóäà ïîëó÷àåì êîðíè èñõîäíîãî x1 = 3, x2 =
2
3
(îáà êîðíÿ âõîäÿò â ÎÄÇ).

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óäîáíî âûäåëèòü ïîëíûé êâàäðàò.

Ïðèìåð 11. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ

a) x4 − 2x3 − x2 + 2x + 1 = 0;

b) x2 +
( x

2x− 1

)2
= 2.

Ðåøåíèå. a) Âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò

x4 − 2x2 · x + x2 − x2 − x2 + 2x + 1 = 0,

(x2 − x)2 − 2(x2 − x) + 1 = 0.

Îáîçíà÷èì t = x2 − x è ïîëó÷èì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

t2 − 2t + 1 = 0

îòêóäà t = 1 èëè x2 − x− 1 = 0, ðåøåíèÿ êîòîðîãî x =
1±

√
5

2
.

b) ÎÄÇ äàííîãî óðàâíåíèÿ åñòü ìíîæåñòâî R \
{1

2

}

. Ïðèáàâèâ ê îáåèì ÷àñòÿì óðàâ-
íåíèÿ âûðàæåíèå

2x · x
2x− 1

ïîëó÷èì
x2 + 2x

x
2x− 1

+
( x

2x− 1

)2
= 2 + 2x

x
2x− 1
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èëè, âûäåëÿÿ â ëþáîé ÷àñòè ïîëíûé êâàäðàò
(

x +
x

2x− 1

)2
= 2 + 2

2x2

2x− 1
îòêóäà ñëåäóåò óðàâíåíèå

(

2x2

2x− 1

)2

− 2x2

2x− 1
− 2 = 0.

Ñäåëàåì ïîäñòàíîâêó t =
2x2

2x− 1
è ïîëó÷èì óðàâíåíèå

t2 − t− 2 = 0.

Ðåøàÿ åãî ïîëó÷èì t = −1 è t = 2 è ñëåäóþùóþ ñîâîêóïíîñòü óðàâíåíèé












2x2

2x− 1
= −1,

2x2

2x− 1
= 2,

èëè




2x2 + 2x− 1 = 0,

x2 − 2x + 1 = 0,

îòêóäà x1,2 =
1±

√
3

2
è x3 = 1.

Íåðàâåíñòâà âòîðîé ñòåïåíè

Íåðàâåíñòâà âèäà
ax2 + bx + c > 0, (16)
ax2 + bx + c ≥ 0, (17)
ax2 + bx + c < 0, (18)
ax2 + bx + c ≤ 0, (19)

ãäå a, b, c ∈ R, a 6= 0, íàçûâàþòñÿ íåðàâåíñòâàìè âòîðîé ñòåïåíè (êâàäðàòíûìè íåðàâåíñò-
âàìè).

Êâàäðàòíûå íåðàâåíñòâà ðåøàþòñÿ èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè a > 0 è äèñêðèìèíàíò êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà ax2 + bx + c

ïîëîæèòåëåí, òî

1. íåðàâåíñòâî (16) èìååò ðåøåíèÿ x ∈ (−∞; x1) ∪ (x2; +∞);

2. íåðàâåíñòâî (17) èìååò ðåøåíèÿ x ∈ (∞; x1] ∪ [x2; +∞);

3. íåðàâåíñòâî (18) èìååò ðåøåíèÿ x ∈ (x1, x2);

4. íåðàâåíñòâî (19) èìååò ðåøåíèÿ x ∈ [x1, x2]

ãäå x1 è x2 (x1 < x2) åñòü êîðíè òðåõ÷ëåíà ax2 + bx + c.
Óòâåðæäåíèå 3. Åñëè a > 0 è äèñêðèìèíàíò êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà ax2+bx+c ðàâåí

íóëþ, òî
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1. íåðàâåíñòâî (16) èìååò ðåøåíèÿ x ∈ R \ {x1};

2. íåðàâåíñòâî (17) èìååò ðåøåíèÿ x ∈ R;

3. íåðàâåíñòâî (18) íå èìååò ðåøåíèé;

4. íåðàâåíñòâî (19) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå: x = x1,

ãäå x1 åñòü äâîéíîé êîðåíü òðåõ÷ëåíà ax2 + bx + c.
Óòâåðæäåíèå 4. Åñëè a > 0 è äèñêðèìèíèíàíò òðåõ÷ëåíà ax2 + bx + c îòðèöàòåëåí,

òî

1. íåðàâåíñòâà (16) è (17) èìåþò ðåøåíèÿ x ∈ R;

2. íåðàâåíñòâà (18) è (19) íå èìåþò ðåøåíèé.

Åñëè a < 0, óìíîæàÿ íåðàâåíñòâà (16)-(19) íà (-1) (ïðè ýòîì çíàê íåðàâåíñòâà ìåíÿåòñÿ
íà ïðîòèâîïîëîæíûé) ïîëó÷èì íåðàâåíñòâà â êîòîðîì a > 0 è ïðèìåíÿåì óòâåðæäåíèÿ
2-4.

Ïðèìåð 12. Ðåøèòü íåðàâåíñòâà

a) x2 − x− 90 > 0; d) x2 − x + 2 > 0;

b) 4x2 − 12x + 9 ≤ 0; e) − 6x2 + 5x− 1 ≤ 0;

c) x2 − 6x < 0; f) 4x2 − x + 5 ≤ 0.

Ðåøåíèå. a) Êîðíè òðåõ÷ëåíà x2 − x − 90 åñòü x1 = −9 è x2 = 10, a = 1 > 0 è,
ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåðàâåíñòà x2−x−90 > 0 åñòü x ∈ (−∞;−9)∪(10; +∞).

b) Äèñêðèìèíàíò òðåõ÷ëåíà 4x2 − 12x + 9 ðàâåí íóëþ, a = 4 > 0 è ñëåäîâàòåëüíî,
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå íåðàâåíñòâà 4x2 − 12x + 9 ≤ 0 åñòü x =

3
2
.

c) Êîðíÿìè òðåõ÷ëåíà x2 − 6x ÿâëÿþòñÿ x1 = 0 è x2 = 6, a = 1 > 0, ñëåäîâàòåëüíî
x ∈ (0; 6) åñòü ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà x2 − 6x < 0.

d) Äèñêðèìèíàíò òðåõ÷ëåíà x2− x + 2 îòðèöàòåëåí, a = 1 > 0, è ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîå
äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâî x2 − x + 2 > 0.

e) Óìíîæèì îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà íà −1 è ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî 6x2 − 5x + 1 ≥ 0.
Èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå 2, ïîëó÷èì x ∈ (−∞; 1

3 ] ∪ [12 ; +∞).

f) Íåðàâåíñòâî íå èìååò ðåøåíèé.

Ïðè ðåøåíèè íåðàâåíñòâ ñòåïåíè âûøå äâóõ, ìîæíî èñïîëüçîâàòü òå æå ïðèåìû, ÷òî è
â ñëó÷àå óðàâíåíèé (â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äîïîëíèòåëüíî èñïîëüçóåòñÿ è ìåòîä èíòåðâàëîâ).



Copyright c©1999 ONG TCV Scoala Virtuala a Tanarului Matematician http://math.ournet.md 13

Ïðèìåð 13. Ðåøèòü íåðàâåíñòâà

a) 6x4 + 5x3 − 38x2 + 5x + 6 ≤ 0;

b) x(x− 2)(x− 4)(x− 6) ≥ 9;

c) x4 − 4x3 + 8x + 3 < 0;

d)
x− 2
x− 3

− 2
x− 1

− 8
x2 − 4x + 3

< 0;

e) 50x4 − 105x3 + 74x2 − 21x + 2 ≥ 0;

f)
2x

x2 − 4x + 7
+

3x
2x2 − 10x + 14

> 1;

g) (x + 5)4 + (x + 3)4 < 272.

Ðåøåíèå. a) Ðåøèâ óðàâíåíèå (ñì. (10))

6x4 + 5x3 − 38x2 + 5x + 6 = 0

íàõîäèì íóëè ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà

6x4 + 5x3 − 38x2 + 5x + 6 = 0 ⇔ 6
(

x2 +
1
x2

)

+ 5
(

x +
1
x

)

− 38 = 0 ⇔

⇔ 6
[

(

x +
1
x

)2

− 2
]

+ 5
(

x +
1
x

)

− 38 = 0 ⇔











6t2 + 5t− 50 = 0,

t = x +
1
x
,

⇔

⇔





















































t1 = −10
3

,

t2 =
5
2
,

t = x +
1
x
,

⇔











x +
1
x

= −10
3

,

x +
1
x

=
5
2
,

⇔





3x2 + 10x + 3 = 0,

2x2 − 5x + 2 = 0,
⇔

























x1 = −3,

x2 = −1
3
,

x3 =
1
2
,

x4 = 2.

Ñëåäîâàòåëüíî,

6x4 + 5x3 − 38x2 + 5x + 6 ≤ 0 ⇔ 6(x + 3)
(

x +
1
3

) (

x− 1
2

)

(x− 2) ≤ 0

îòêóäà, èñïîëüçóÿ ìåòîä èíòåðâàëîâ, íàõîäèì ìíîæåñòâî ðåøåíèé èñõîäíîãî íåðàâåíñòâà
x ∈

[

−3;−1
3

]

∪
[

1
2 ; 2

]

.
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b) Èñïîëüçóÿ ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèé âèäà (13) ïîëó÷èì

x(x− 2)(x− 4)(x− 6) ≥ 9 ⇔ x(x− 6)(x− 2)(x− 4)− 9 ≥ 0 ⇔

⇔ (x2 − 6x)(x2 − 6x + 8)− 9 ≥ 0 ⇔
{

t(t + 8)− 9 ≥ 0,
t = x2 − 6x,

⇔

⇔
{

t2 + 8t− 9 ≥ 0,
t = x2 − 6x,

⇔















[

t ≤ −9,
t ≥ 1

t = x2 − 6x,
⇔

[

x2 − 6x ≤ −9,
x2 − 6x ≥ 1,

⇔

⇔
[

x2 − 6x + 9 ≤ 0,
x2 − 6x− 1 ≥ 0,

⇔
[

x = 3,

x ∈ (−∞; 3−
√

10] ∪ [3 +
√

10; +∞),
⇔

⇔ x ∈ (−∞; 3−
√

10] ∪ {3} ∪ [3 +
√

10; +∞).

c) Âûäåëÿÿ ïîëíûé êâàäðàò, ïîëó÷èì

x4 − 4x3 + 8x + 3 < 0 ⇔ (x2)2 − 2 · 2 · x2 · x + 4x2 − 4x2 + 8x + 3 < 0 ⇔

⇔ (x2 − 2x)− 4(x2 − 2x) + 3 < 0 ⇔
{

t2 − 4t + 3 < 0,
t = x2 − 2x,

⇔
{

1 < t < 3,
t = x2 − 2x,

⇔

⇔
{

x2 − 2x < 3,
x2 − 2x > 1,

⇔
{

x2 − 2x− 3 < 0,
x2 − 2x− 1 > 0,

⇔















−1 < x < 3,
[

x > 1 +
√

2,

x < 1−
√

2,
⇔

⇔ x ∈ (−1; 1−
√

2) ∪ (1 +
√

2; 3).

d) Èñïîëüçóÿ ìåòîä èíòåðâàëîâ, ïîëó÷èì

x− 2
x− 3

− 2
x− 1

− 8
x2 − 4x + 3

< 0 ⇔

⇔ (x− 2)(x− 1)− 2(x− 3)− 8
(x− 3)(x− 1)

< 0 ⇔ x2 − 5x
(x− 3)(x− 1)

< 0 ⇔ x(x− 5)
(x− 3)(x− 1)

< 0

⇔ x ∈ (0; 1) ∪ (3; 5).

e) Ðåøàÿ óðàâíåíèå (ñì. (11))

50x4 − 105x3 + 24x2 − 21x + 2 = 0

íàõîäèì íóëè ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (çàìåòèì, ÷òî x = 0 åñòü ðåøåíèå äàííîãî íåðà-
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âåíñòâà)

50x4 − 105x3 + 74x2 − 21x + 2 = 0 ⇔ 2
(

25x2 +
1
x2

)

− 21
(

5x +
1
x

)

+ 74 = 0 ⇔

2
[

(

5x +
1
x

)2

− 10
]

− 21
(

5x +
1
x

)

+ 74 = 0 ⇔











2t2 − 21x + 54 = 0,

t = 5x +
1
x
,

⇔

⇔

































t = 6,

t =
9
2
,

t = 5x +
1
x
,

⇔











5x +
1
x

= 6,

5x +
1
x

=
9
2
,
⇔

[

5x2 − 6x + 1 = 0,
10x2 − 9x + 2 = 0,

⇔





























x =
1
5
,

x = 1,

x =
1
2
,

x =
2
5
.

Ñëåäîâàòåëüíî

50x4 − 105x3 + 74x2 − 21x + 2 ≥ 0 ⇔ 50
(

x− 1
5

)

(x− 1)
(

x− 1
2

) (

x− 2
5

)

≥ 0.

Èñïîëüçóÿ ìåòîä èíòåðâàëîâ, ïîëó÷èì x ∈ (−∞; 1
5 ] ∪ [25 ;

1
2 ] ∪ [1; +∞).

f) Òàê êàê x = 0 íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà (0 > 1) èñõîäíîå íåðàâåíñòâî
ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

2

x− 4 +
7
x

+
3

2x− 10 +
14
x

> 1.

Îáîçíà÷èâ t = x +
7
x
, òîãäà 2x +

14
x

= 2
(

x +
7
x

)

= 2t íåðàâåíñòâî ïðèìåò âèä

2
t− 4

+
3

2t− 10
> 1.

Èñïîëüçóÿ ìåòîä èíòåðâàëîâ, ïîëó÷èì
2(2t− 10) + 3(t− 4)− (2t− 10)(t− 4)

(t− 4)(2t− 10)
> 0 ⇔ 2t2 − 25t + 72

(t− 2)(2t− 10)
< 0 ⇔

⇔
2

(

t− 9
2

)

(t− 8)

(t− 4)(2t− 10)
< 0 ⇔ t ∈ (4;

9
2
) ∪ (5; 8).

Ñëåäîâàòåëüíî











4 < x +
7
x

<
9
2
,

5 < x +
7
x

< 8,
îòêóäà

























































x2 − 4x + 7
x

> 0,

2x2 − 9x + 14
x

< 0,






















x2 − 5x + 7
x

> 0,

x2 − 8x + 7
x

< 0,

èëè
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{

x > 0,
x < 0,















x > 0,
[

x < 0,
1 < x < 7,

⇔
[

x ∈ ∅,
x ∈ (1; 7),

⇔ x ∈ (1; 7).

g) Ñäåëàåì ïîäñòàíîâêó t = x +
5 + 3

2
, t = x + 4 (ñì. (12)), òîãäà íåðàâåíñòâî ïðèìåò

âèä
(t + 1)4 + (t− 1)4 < 272

èëè
t4 + 6t2 − 135 < 0

îòêóäà
(t2 − 9)(t2 + 15) < 0 èëè |t| < 3.

Ñëåäîâàòåëüíî |x + 4| < 3. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ìîäóëÿ ïîëó÷èì

|x + 4| < 3 ⇔ −3 < x + 4 < 3 ⇔ −7 < x < −1.

Óïðàæíåíèÿ

I. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ

1. x(x + 1)(x + 2)(x + 3) = 24.

2. (1− x)(2− x)(x + 3)(x + 3) = 84.

3. (x + 2)4 + x4 = 82.

4. (2x2 + 5x− 4)2 − 5x2(2x2 + 5x− 4) + 6x4 = 0.

5.
( x

x + 1

)2
+

( x
x− 1

)2
= 6.

6. 2x
2x2 − 5x + 3

+
13x

2x2 + x + 3
= 6.

7. x2

2
+

18
x2 =

13
5

(x
2

+
3
x

)

.

8. x2

3
+

48
x2 = 10

(x
3
− 4

x

)

.

9. x4 − 4x3 + 2x2 + 4x + 2 = 0.

10. x4 + 6x3 + 5x2 − 12x + 3 = 0.

11. x + 1
x− 1

− x + 2
x + 3

+
4

(x− 1)(x + 3)
= 0.
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12. 3
(x + 2)(x− 1)

=
1

x(x− 1)2 +
3

x(x− 3)
.

13. (x2 + x + 1)(x2 + x + 2) = 12.

14. 24
x2 − 2x

=
12

x2 − x
+ x2 − x.

15. 6x4 − 5x2 + 1 = 0.

II. Ðåøèòü íåðàâåíñòâà

1. x +
6
x

< 7.

2. x4 − 8x3 + 14x2 + 8x− 15 ≤ 0.

3. x2 + 2x− 63
x2 − 8x + 7

> 7.

4. 3
x + 1

+
7

x + 2
<

6
x− 1

.

5. 3
6x2 − x− 12

+
3

3x + 4
<

25x− 47
10x− 15

.

6. x4 + x3 − 12x2 − 26x− 24 < 0.

7. x2 + 5x + 4
x2 − 6x + 5

< 0.

8. (x− 1)(x− 2)(x + 3)(x + 4) ≥ 84.

9. (x− 1)4 + (x + 1)4 ≥ 82.

10.
(x + 1

x + 2

)2

+
(x + 1

x

)2

≥ 2.
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